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例題 3 	 次の各積分経路 C 1，C 2 に沿って ∫ z 2dz (k＝ 1，2) の各積分
値を求めてみよう。
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(ⅰ)

z＝1− t＋ i t
   (0≦ t≦1)
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1
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y (ⅱ)

z＝ cosθ ＋ isinθ

     (0≦θ ≦
π   2 )

C2

10 x

y

(ⅰ) 曲線 C 1：点 1＋ 0・i から 0＋ 1・i まで，直線的に移動する点 z を媒介

変数 t を用いて表すと，

z ( t)＝ (1− t)＋ i・t   (0≦ t≦ 1)   となる。

ここで，z・( t)＝ x・( t)＋ i・y・( t)＝− 1＋ i・1＝− 1＋ i

以上より，求める積分は，

∫
C 1

z 2 dz＝∫
0

1

{z ( t)} 2
・

dz  dt  dt＝∫
0

1

{(1− 2 t)＋(2 t− 2 t 2) i}・(− 1＋ i)dt

＝ (− 1＋ i)  ∫
0

1

{(1− 2 t)＋ (2 t− 2 t 2)・i }dt

＝ (− 1＋ i)・[ ( t− t 2)＋ ( t 2−
2  3 t 3)・i ]1 

0

＝
1  3 ・i(− 1＋ i)＝ 1  3 ( i 2− i)＝− 1  3 (1＋ i)  となる。

x(t) y(t)

定数(−1＋ i) ( 定数 )
{(1− t)＋ i t}2＝ (1− t)2＋2t･(1− t)･i＋ i2･t2

＝1−2t＋ t2− t2＋ (2t−2t2)･i
＝1−2t＋ (2t−2t2)･i

(1−1)＋ (1− 2  3 )･i−0−0･i＝ 1  3 i

{ t：0 → 1 のとき，

z：1 → i  となる。
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●複素関数の積分

(ⅱ) 曲線 C 2：点 1＋ 0・i から点 0＋ 1・i まで，4 分の 1 円の経路で移動する

点 z を媒介変数 θ を用いて表すと，

z (θ )＝ cosθ ＋ i・sinθ   (0≦θ ≦
π   2  )  となる。

ここで，z・(θ )＝ dz (θ )  dθ
＝− sinθ＋i・cosθ ＝ cos(θ ＋ π   2  )＋isin(θ ＋ π   2  )

となる。以上より，求める積分は，

∫
C 2

z 2dz＝∫
0

 π  
2{z (θ )} 2・

dz  dθ   dθ

＝∫
0

 π  
2(cos2θ ＋ isin2θ )  {cos(θ ＋ π   2  )＋ isin(θ ＋ π   2  )} dθ

＝∫
0

 π  
2
e i・2θ

・e i・(θ ＋  π  
2 )dθ ＝∫

0

 π  
2
e i (3θ ＋  π  

2 ) dθ

＝ e
 π  
2 i   ∫

0

 π  
2
e i・3θ dθ ＝ i  ∫

0

 π  
2(cos3θ ＋ i・sin3θ ) dθ

＝ i [ 1  3  sin3θ − i・ 1  3  cos3θ ]π  
2  

0
＝ i (− 1  3 ＋

i  3  )＝− 1  3 (1＋ i)

となる。

　これも，被積分関数 f (z )＝ z 2 が正則な関数なので，積分経路によらず同

じ積分値をとることが分かったんだね。

{θ ：0 →
π   2  のとき，

z：1 → i   となる。

cos(θ ＋ π   2 )

cos(θ ＋ π   2 )＋ i･sin(θ ＋ π   2 )

sin(θ ＋ π   2 )

ei･2θ

(cosθ ＋ isinθ )2＝ cos2θ ＋ i･sin2θ

e i・(θ ＋  π  
2 )

cos π   2 ＋ isin π   2 ＝ i

1  3 sin 3  2  π− i   3  cos 3  2  π− 1  3 sin0＋ i   3  cos0

＝−
1  3 ＋

i   3


